
 

 

Задача 1. Найти область определения функции  
1

2
22 


yx

y
z . 

  Областью определения данной функции будет множество точек 

  2;x y   таких, что 0
1

2
22


 yx

y
. Выпол-

нение этого неравенства возможно в двух слу-

чаях:     








01

,0
22 yx

y
 или 









.01

,0
22 yx

y
 

Первой системе неравенств удовлетво-

ряют координаты всех точек, расположенных в 

верхней полуплоскости 0y , вне круга, огра-

ниченного окружностью 122  yx . Второй 

системе неравенств удовлетворяют координаты 

всех точек, расположенных в нижней полуплоскости 0y , внутри того же 

круга. В обоих случаях точки окружности в область определения не входят 

(рис. 6.1).   
Задача 2.  Найти линии уровня 

функции 
22 yxz  .  

  Для функции 
22 yxz  , графиком 

которой является параболоид вращения 

(рис. 6.2), семейством линий уровня 

служит множество концентрических 

окружностей с центром в точке  0;0O  

и сама эта точка:  

Cyx  22
  0,  CconstC .   

 

 

 

Задача 3. Найти частные произ-

водные функции 
xyexyyxz  323 532 . 

  Считая consty  , получим: 
xyyeyx

x

z




 32 56 . Полагая constx  , 

получим: 
xyxexyy

y

z




 2156 .  

Задача 4. Найти частные производные  функции  0 xxz y
. 

x

y
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  При вычислении 
x

z




 считаем consty  :   1






 y
x

y yxx
x

z
, при вычис-

лении 
y

z




 считаем constx  :   xxx

y

z y
y

y ln






.      

Задача 5. Найти частные производные второго порядка функции 

 22ln yxz   и доказать, что данная функция удовлетворяет уравнению 

Лапласа: 0 yyxx zz . 

  Найдем частные производные первого порядка: 
22

2

yx

x

x

z







,  

22

2

yx

y

y

z







. Тогда, дифференцируя повторно, имеем:   

   

 
 
 222
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2 22222

yx

xy

yx

xxyx

yx

x

xx

z










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
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




,  

   

 
 
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2 22222
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
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
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





, 

 22222

2 42

yx

xy

yx

x

yyx
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

























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 22222

2 42

yx

xy

yx

y

xxy
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

























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Очевидно, что 
xy

z

yx

z








 22

. Легко заметить, что функция  22ln yxz   

удовлетворяет уравнению Лапласа:  

 
 
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   
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222222
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.   

Задача 6. Найти полный дифференциал функции  xytgz ln .  

  Найдем частные производные: 
     xy

y
y

xyxytgx

z

2sin

2

cos

11
2





,  

     xy

x
x

xyxytgy

z

2sin

2

cos

11
2





. Тогда по формуле (6.1) полный диффе-

ренциал равен: 
   

dy
xy

x
dx

xy

y
dz

2sin

2

2sin

2
 , 

 
 xdyydx

xy
dz 

2sin

2
.  

Задача 7. Вычислить приближенно 
02,301,1 . 

  Рассмотрим функцию 
yxz  . Искомое число будем рассматривать как 

значение этой функции при yyyxxx  00 02,3,01,1 . Если 

3,1 00  yx , то 02,0,01,0  yx . Найдем   113;1 3 f , 



 

      yxxxyxyyxfxyxfyxdf yy
yx   ln;;; 1

, 

  03,002,01ln101,0133;1 32 df . Тогда, используя формулу (6.2), 

получим       03,103,013;13;101,102,3;01,1 02,3  dfff .   

 

Задача 8. Найти частные производные функции 
yxz  , если tgtx  , 

ty sin . 

  Найдем частные производные данных функций: 1


 yxy
x

z
,  

xx
y

z y ln



; 

2

1

cos

dx

dt t
 ; cos

dy
t

dt
  и воспользуемся формулой (6.3):  

 

t
tgtttxx

t
xy

dt

dz tyy

2

1sin

2

1

cos

1
sincosln

cos

1
   









 tgtt

t
tgtttgttgt tt lncos

cos

1
cosln sinsin

.  

Задача 9. Найти частные производные функции vez u sin , если 

yxu  , yxv  . 

  Найдем частные производные данных функций: ve
u

z u sin



, 

ve
v

z u cos



; y

x

u





, x

y

u





; 1




x

v
, 1




y

v
 и подставим их в формулы 

(6.4): )cos()sin(1cossin yxeyxyeveyve
x

z xyxyuu 



, 

)cos()sin(1cossin yxeyxxevexve
y

z xyxyuu 



.  

Задача 10. Найти 
dx

dy
, если     013 22322  yxyx . 

Обозначим       13; 22322  yxyxyxf  и найдем частные произ-

водные этой функции: 

    






  162323
222222 yxxxxyxfx ,  

    






  162323
222222 yxyyyyxf y .  

Тогда по формуле (6.5) получим: 

 

  y

x

yxy

yxx

dx

dy









 








 



16

16

222

222

.  



 

Задача 11. Найти частные производные 
x

z




 и 

y

z




  функции  yxzz ; , 

заданной неявно уравнением 01222  zyx . 

  Пусть   1;; 222  zyxzyxF . Найдем частные производные функ-

ции  zyxF ;; : z
z

F
y

y

F
x

x

F
2,2,2 














 и по формулам (6.6) получаем: 

z

x

x

z





, 

z

y

y

z





 всюду, где 0z , то есть кроме точек окружности 

122  yx , расположенной в плоскости 0z .   

 

Задача 12. Найти производную функции xyz   в точке  1;5P  в 

направлении от точки P  к точке  1;7 Q . 

  Найдем вектор PQs   и его направляющие косинусы:   2;2 PQ , 

2244 PQ ; 
2

2

22

2
cos  , 

2

2

22

2
cos 


 . 

Найдем частные производные функции в точке P : 

5,1 








P

P
P

P

x
y

z
y

x

z
. Тогда по формуле (6.7):

22
2

2
5

2

2
1 
















s

z
.  

Знак минус показывает, что функция в данной точке в данном направлении 

убывает.   

Задача 13. Дана функция xyxz  . Определить градиент в точке 

 2;1M  и его модуль. 

  Вычислим частные производные функции:   31 



M

M

y
x

z
,  

1



M

M

x
y

z
. Следовательно, по формуле (6.8) градиент функции в точ-

ке  2;1M  можно записать в виде: 3grad z i j  , а его модуль равен 

9 1 10grad z    .  

          Задача 14. Составить уравнение касательной плоскости и нормали к 

эллиптическому параболоиду 

2
2

2

y
z x   в точке  0 1; 2;3 .P   



 

Запишем уравнение поверхности в виде  
2

2; ; 0.
2

y
F x y z x z     

Тогда 
' ( ; ; ) 2 ,xF x y z x  

' ( ; ; ) ,yF x y z y  
' ( ; ; ) 1zF x y z    и, следовательно, 

'
0( ) 2,xF P   

'
0( ) 2.yF P    

Используя формулу (6.9), запишем уравнение касательной плоскости 

2( 1) 2( 2) 1( 3) 0x y z      или 2 2 3 0.x y z     

Уравнения нормали имеют вид 
1 2 3

.
2 2 1

x y z  
 

 
 

Задача 15. Исследовать на экстремум функцию 1
278

33

 xy
yx

z . 

  Область определения функции 
2.fD 

 
Находим критические точки. Для 

этого найдем частные производные и составим систему: 




















0

,0

y

z
x

z

 или 

12 2

1

2 4
2

2

0,3 3
0, ,

0,8 8

4,
0, 0,

9 64 6.

x
x y y x

y

xy x
x x

y

  
                    

 

Получили две критические точки:  0;01P  и  6;42P . 

Теперь каждую из них проверим на наличие в ней экстремума при помощи 
достаточных условий экстремума. Найдем частные производные второго  

порядка: x
x

z

4

3
2

2





, 1

2






yx

z
, y

y

z

9

2
2

2





 и вычислим значения 

2

2

P

z
A

x





, 

2

P

z
B

x y



 

, 

2

2

P

z
C

y





( P - критическая точка) в точках 1P  и 2P , 1.
6

xy
    

В точке  0;01P :  1 1 0,P     следовательно, в точке 1P  функция экстре-

мума не имеет. В точке  6;42P :  2 4 1 3 0,P      и т.к. 0A , то в точ-

ке 2P  функция имеет минимум, равный 7)6;4(min  fz .   

Задача 16. Найти наименьшее и наибольшее значения функции 

yxxyyxz  22
 в области  

  3,0,0:; 2  yxyxRyxD .  

  1) Построим область D (рис.6.5) и 
найдем критические точки, расположенные  
внутри области D : 

6.5Рис.
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Получили точку  1;1 M , лежащую внутри области D  и   1Mz . 

2) Исследуем функцию на границе области.  

а) На отрезке OA: 0x    2z y y y   , 03  y . Тогда 

   0;35,0012  yyyz ; получаем точку   OAN  5,0;0  и 

  25,0Nz . 

б) На отрезке OB: 0y    2z x x x   , 03  x . Тогда 

   0;35,0012  xxxz ; получаем точку   OBP  0;5,0  и 

  25,0Pz . 

в) На отрезке AB :  xy 3   

      693333 222  xxxxxxxxxz , 03  x . Тогда  

   0;35,1096  xxxz ; получаем точку   ABK  5,1;5,1  

и   75,0Kz . 

г) Вычислим значения функции в угловых точках области 

   0;3,3;0  BA  и  0;0O :   6Az ,   6Bz ,   0Oz . 

3) Из всех найденных значений выберем теперь наибольшее и наименьшее:

     0; 3 3; 0 6, 1; 1 1наиб наимz z z z z          .    

Задача 17. Для чисел 1 10 5z i   и 2 1 2z i   найти: а) 1 22 3 ;z z   

б) 1 22 ;z z   в) 1 2;i z z   г) 1

2

z

z
. 

 а) 1 22 3 20 10 3 6 23 4 ;z z i i i        

б) 1 2 1 22 10 5 2 4 8 9 2 8 9 ;z z i i i z z i            

в) 
2

1 2 (10 5 )(1 2 ) 5 (2 )(1 2 ) 5 (2 4 2 )i z z i i i i i i i i i i            

5 (4 3 ) 15 20 ;i i i     

г) 

2
1

2
2

10 5 (10 5 )(1 2 ) 10 20 5 10 25
5 .

1 2 (1 2 )(1 2 ) 51 4

z i i i i i i i
i

z i i i i

     
    

     

 

Задача 18. На комплексной плоскости изобразить числа 1 2 3z i   ; 

2 2 ;z i   3 1 ;z i   4 4z   векторами: 



 

 
Задача 19. Представить в тригонометрической и показательной формах 

числа а) 1 2 2 3z i   ; б) 2 5;z    в) 3 3z i . 

 а) для 1 2 2 3z i    имеем: x  2, y  2 3 , 
2 2 4x y    , 

cos


 


 
x 2

4

1

2
, 

2

3

4

32
sin 




y
. Этим значениям косинуса и си-

нуса соответствует значение аргумента 



2

3
. Следовательно, тригономет-

рическая форма: 1

2 2
4 cos sin

3 3
z i

  
  

 
; показательная: 

2

3
1 4

i

z e



 ;  

б) для числа 2 5:z    5 0, 0,x y     т.е. 2z Ox     , 

2 5 5z     . Тогда  2 5 cos sinz i   , 2 5 ;iz e   

в) для числа 3 3 :z i  0, 3 0,x y    т.е. 3z Oy   
2


  , 

3 3 3z i    . Тогда 3 3 cos sin
2 2

z i
  

  
 

, 2
3 3 .

i

z e



   

Задача 20. Найти 1

2

arg
z

z

 
 
 

, если 1 5 5z i  , 2 1z z i  .  

Число 1 5 5 Iч.z i     1
4


  , число 2 1z z i Oy   , причем 

2 2

3
0

2
y


   . Так как 1

2

Arg
z

z

 
 

 
1 2

3 5

4 2 4

 
  

 
     

 
, то 

главное значение аргумента равно: 1

2

3
arg

4

z

z


 
 

 
.  

Задача 21. Найти z x iy   из уравнения z i i z   2 2 3 . 

x1 4

1

3

-2

-2

1z

2z

3z
4z

y

О



 

 Данное уравнение равносильно системе уравнений (используем понятие 

равных комплексных чисел): 

2 2( 2) 3,

2 0

x y x

y

    

  


y

x x

 

 





2

3

,
 или y  2 , x  

3

2
. 

3
2 .

2
z i     

Задача 22. Вычислить 
20(1 ) .i  

 Представим число 1z i   в тригонометрической форме:  

1 i 2 cos sin .
4 4

i
  

  
 

Тогда по формуле (10.1) при 20n  получим:

 

 
20

20 1020 20
(1 ) 2 cos sin 2 (cos5 sin5 ) 1024

4 4
i i i

 
 

 
        

 
.  

Задача 23. Найти 1.   
 Представим число 1z    в тригонометрической форме:  

1   1 cos sin .i    По формуле (10.2) имеем  

1  
2 2

1 cos sin 1 cos sin .
2 2

k k
i i

   
 

  
     

 
 

Придавая k  значения 0 и 1получим два различных значения корня: 

0 1 cos sin ,
2 2

w i i
  

    
 

  1

2 2
1 cos sin .

2 2
w i i

     
     

 
 

Задача 24. На комплексной плоскости Oxy  построить множества то-

чек, удовлетворяющих условиям: 

а) Re Im 2z z  ;  б) 1 2z  . 

 а) Так как Re , Im ,z x z y   то неравенство примет вид 2.x y   

Это линейное неравенство, его геометрический образ см. на рис. а. 

б) Так как 0z z R    окружность с центром 0z  и радиусом R , то множе-

ство 1 2z    кольцо (рис. б) между окружностями с центрами в  

 
начале координат и радиусами 1 21, 2R R  .  

Задача 25. Отделить действительную часть функции 
2 1W iz 

 
от мнимой. 

 Положим 
2 2( 2 ) 1z x iy u iv i x y ixy         2 1,u xy    

2 2 ,v x y   т.е. Re 1 2 ,W xy  2 2Im .W x y   

Рис.а

2

2

y

xО

x

y

1 2
О

Рис.б



 

 Задача 26. Показать, что функция ReW z  не имеет производной  

ни в одной точке.  

 Так как  Re Re ,z x iy x   то для данной функции , 0,u x v   

и условие (10.5):

 

u v

x y

 


   нигде не выполняется.  

Задача 27. Найти образ прямой 1x  при отображении 
2.W z  

Отделяя в 
2W z действительную часть от мнимой, получим

 
2 2 22 .u iv x iy x xyi y       Следовательно, 

2 2 ,u x y  2 .v xy  

Полагая 1x  , найдем
21 ,u y  2 .v y  Исключив y  из этих уравнений, по-

лучим 

2

1 ,
2

v
u

 
   

 
 или окончательно  2 4 1 .v u     

 
Это уравнение параболы. Следовательно, прямая 1x   отобразилась в пара-

болу (рис. 10.4).  

1)    2) 3)  4)  
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